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Exercice n°]]

En supposant les conditions initiales nulles (condensateurs déchargés initialement), calculez les fonctions de
transfert des circuits électriques suivants :

a) faire I'étude avec et sans charge initiale ¢y du condensateur.
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Exercice n°2

Une sonde atténuatrice connectée a l'entrée d'un oscilloscope peut C,
étre schématisée par le circuit électrique ci-contre : | |

Le condensateur C; sert a "adapter la sonde", c'est-a-dire que si a L A ~
I'entrée de la sonde on envoie un échelon, nous obtiendrons, également, R, R N
un échelon a sa sortie. Les 2 échelons peuvent ne pas avoir la méme v (t)T L TU (t)
[ S

amplitude.
C, est le condensateur d'entrée de I'oscilloscope.
Les conditions initiales sont supposées nulles (condensateurs 1
déchargés initialement).

2.a) Débrancher le condensateur C,. Calculer la fonction de transfert G(p) entre V,(p) et V,(p), puis

calculer et tracer v, (t) lorsque v, (t) est un échelon unitaire.
2.b) Rebrancher le condensateur C;. Reprendre les calculs de la question a) en donnant les différentes
allures de v, (t) en fonction de (R1.C,) et de (R,.C)).

2.c) Donner la condition particuliere pour laquelle v, (t) est aussi un échelon.

Exercice n°3

En négligeant les transitoires électriques, un moteur a courant continu peut étre représenté par le schéma
fonctionnel (bloc diagramme) ci-dessous :

u(p) U(p)
— 3 A _:

a) Calculer la Fonction de Transfert entre u(p) et Q(p) en supposant C(p)=0.
b) Calculer la Fonction de Transfert entre C(p) et Q(p) en supposant u(p)=0.
c) Exprimer Q(p) en fonction de u(p) et de C(p).

Exercice n°4

Commande en boucle ouverte de la vitesse de rotation d'un moteur a courant continu a excitation indépendante.

Soit un moteur a courant continu (appelé également servomoteur) représenté par le schéma électrique ci-dessous.

i, (t): Courant d'induit
v, (t): Tension d'induit ou d'armature

<
—
~—

» (t): Force contre électromotrice
(1) : Courant d'excitation

~

vy (t): Tension d'excitation

0(t) : Déplacement angulaire

Q(t) : Vitesse de rotation . _ Ry "
Induit /]\Uf( )

(circuit d'armature) Zf (t) Inducteur
(circuit d'excitation)

I',,,(t) : Couple moteur

R., La: Résistance et inductance du circuit d'induit.

R, L. Résistance et inductance du circuit d'excitation.
J : Moment d'inertie équivalent de la charge + moteur.
f : Frottement visqueux équivalent de la charge + moteur.

Enoncés TD n° 2 : Calcul des Fonctions de Transfert TD2 - 2
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a) Commande par linduit: s (t) = cte = flux d'excitation @(t) = cte
Dans ce cas, le flux inducteur est maintenu constant (ex. moteur a excitation indépendante). La vitesse
de rotation est commandée par la tension d'armature v, (t) aux bornes de l'induit. En considérant les

équations électriques et mécaniques du moteur, calculer la fonction de transfert entre cette tension
d'induit v, () et le déplacement angulaire 6(t)du moteur.

b) Commande par l'inducteur : 4, (t) = cte = I
Dans ce cas, le courant inducteur est variable entrainant un flux variable. Le courant d'induit est maintenu
constant. La vitesse de rotation est commandée par la tension d'excitation vy (t). En considérant les

équations électriques et mécaniques du moteur, calculer la fonction de transfert entre cette tension
d'excitation vy(t) et le déplacement angulaire 6(¢) du moteur.

Exercice n°5

a) Considérer le circuit de la figure ci-contre. L'interrupteur K est ouvert
pour t<0 et fermé a t=0.

En utilisant les transformées de Laplace, donner I'évolution du courant
i(t) en calculant son expression.

b) Considérer le circuit de la figure ci-contre. L'interrupteur K est en
position 1. Le circuit est en régime permanent.

A l'instant t=0, on bascule K sur la position 2.

En utilisant les transformées de Laplace, donner I'évolution du courant
i(t) en calculant son expression.

e —
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Exercice n°]]

Calcul de fonctions de transfert de circuits électriques.

Rappels :
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la) Ona:

> 1% méthode : A partir des équations électriques temporelles :

Les équations électriques du circuit sont :

1 r.
%@zafwm 1) o

P e NN
%@_m@+5fww © ,

d t & ®
L'équation (1) donne : i(t) = C%() J_:
du(t)
En remplagant cette valeur de courant dans (2), nous obtenons : v,(t) = RC’.T +,(t) 3)

(3) est I'équation différentielle qui décrit la relation entre I'entrée et la sortie du systéme.

Si nous passons du domaine temporelle au domaine de Laplace, alors (3) devient :
Ve(p) = RC.[pVi(p) —v5(0)] +V;(p) (4)
avec : {Ve (p) = L [v,(t)] Vi(p) = o [vg(t)]

,(0) est la tension au borne du condensateur a I'instant t=0. Elle dépend de la charge initiale gyet de
_ %

capacité¢ C'du condensateur : v,(0) = C (5)
V.(p) + Rq
De (4) et (5) : %@zél—i (6)
1+RCp
. , R . _ K
Si le condensateur n'est pas chargé initialement (conditions initiales nulles), (6) devient : Vs(p) =
1+RCyp
. \ AV
La fonction de transfert du systeme est alors : =
Vel) 1+RCp
S
Ce circuit électrique se comporte donc comme un systéme de 1* Ordre ﬁ = de gain K=1 et de
Ep) 1+Tp

constante de temps T=RC.

>  2°™ méthode : Utilisation directe des transformées de Laplace :

Important : Les conditions initiales sont supposées nulles (condensateur déchargé initialement dans ce cas).

Le circuit électrique est un diviseur de tension : Le rapport des tensions est égal au rapport des impédances.

p__ 1
() 1+RCp

Ve
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1.b) Ona:

{Ve (p)=o [Ue (t>] Vi(p) = [Us (t)]

Les conditions initiales sont supposées nulles (condensateurs déchargés). Le circuit électrique est un
diviseur de tension : Le rapport des tensions est égal au rapport des impédances. R,

1 o AAAA .
L _
e ) P
Vé(p) R1+Z(p) IR 4L _*_i ’/
TR )| (0
Vi(p) _ 1+ RO+ LY
V(D) 1+(R +Ry)Cp+LOY
[ JT_ o
1.c) Ona:

La loi des mailles donne le systéme d'équation suivant :

V() =[R1 ﬁ]fﬂ@—é@@) boucle 1

1 2 ° °
0 =——10L(p)+|R +—|L(p) boudell
Ch Ch
En déterminant 5 (p) & partir de ce systéme et en le remplagant dans : Vi(p) = V.(p) — Rylo(p)
W) 142RG+ RRCY
on trouve : = 5
V@) 1+(2R +Ry) Op+ RRCp

1.d) Ona:

Velp)=Lwt)]  Vil(p) = L[v,(t)]

Les conditions initiales sont supposées nulles (condensateurs déchargés). Le circuit électrique est un
montage avec amplificateur inverseur.

L'impédance d'entrée de I'amplificateur tend vers l'infini : son courant d'entrée tend vers zéro.

Donc: 4 (t)+i(t) =0

ve () dv(£)| | [vs(®) dug(8)| _
= [Rl +01 Yy ]+[R2 +02 Yy ]—0

1 1
= Ve(P)[R—‘f'Clp +Vs(p>[R—+02p]=0

1 2 °

. Y _BI+RGy ve (£)

Velp) R 1+RGp *
Remarque :
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On peut trouver ce résultat en remarquant que :
1 (p) = 1,1
7 R 1

1 1 /Clp
1

~~—

Vi(p
Vo(p

avec

A
%

~~—

le) Ona:

1P 1+R101p
= Zy(p) = 2
1+R202p

Vo (p) =& [Uo (t)]
Les conditions initiales sont supposées nulles (condensateur déchargé). Le circuit électriqgue est un montage

avec amplificateur inverseur.
En raisonnant de la méme maniére que l'exercice précédent, on trouve :

{Ve(p) = L[v.(#)]

Vi(p) =L [vs (t)]

e 4 Zi(p) =1y
o\P) _
V) 4 e Zg(p):RQjLL:RQ 14—
Cop RyCop
Vo) _ 4 e Z3(p) = I3
Vo(p)  Z Zy(p) = Ry
[ 1
R|1
L V) Vi) Yolw) _ _@][_é]:aé:& RGyp
Voio) Vi Velw) | BN 4) Z34H R R
. Y _BAR[ 1
Velp) R B\ RGp
Si Ry =R, , Alors le 2°™ amplificateur est un inverseur pur.
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Exercice n°2) , /Cll | \\‘\Zl
Le circuit électrique est un diviseur de tension : Le :’ | ‘,' 7
rapport des tensions est égal au rapport des impédances : .;__/\/\/\/\ ST T o
\‘\\\~R1_//’ ,// Rz \\
Glp) = Vi) %(p) v, (t)T R — ;T% (t)
Ve(p)  Z1(p)+%(p) ) NG 1)
B I N
2.a) Sans branchement du condensateur C;. -
Zl(p) = Rl Zl(p) = Rl
Dans ce cas : 1 1 1 = Ry
— ()=t (p) =
1 2(p)
K=
L gy YW JRG  k . }%ig
V.(p) p+ﬁ+% p+a _BtR
RRC, RRBG
K i
Vi(p) =V(p) vs(t)
° “pta K/ar—"""""" ==
: ) 1 _
Sil'entrée V,(p) = — (échelon unitaire), alors :
1 K
Viip)== 2 poles réels (0 et —a)
ppta
A B
p)=—
=+
K1 1
= WMZ—P— ]
alp p+ta 0
; 0 t
= () :—(1 e’ )

adaptée.
2.b) Avec branchement du condensateur C;

R
7 o 1
1 fy /@p

D :
ans ce cas 1 B 1 + 1
=—
By ,ﬂzp

Z—2 (p)

w_ o PR

a
L'entrée étant un échelon, la sortie n'est pas un échelon. Sans le condensateur C1, la sonde n'est pas

Vs
- G(p)_‘/é(l)) GG, R

K(p+a)

W=V

Iy
1(p) - 1 + Rlc’lp
- Ry
2(p) = =
RyCop
G
. a +G
_PpTa _
= m avec a_}/qu
__ h+R
RR(C +G)

RR (G +G)

TD2 - 8
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1
Sil'entrée V,(p) = — (échelon unitaire), alors :

P
1 K(p+a) 1p+a A B g
- TV K|-E | = K|S+ ——| 2 pdl Is (0 et —b
P) p p+b [pp+b] [p+P+b] poles réels (0 ¢t =)
al b—a 1
V(p)=K|7———"——
= s(p) [bp b p—l—b]
_[Mt
. vs(t):[ G R ] RB(GHG) B
G+G R+R R+ R

Différentes allures de v, () en fonction de (R;.C,) et de (R,.Cy).

vs(t)
"Ei" R1C1>R2C2
Clrez ‘5// R1C1=R2C2
R2
R1+R2
c1
"""" R1C1<R2C2
C1+C2
0
’ t

2.c) Condition particuliere pour laquelle v, (t) est aussi un échelon.

La condition d'adaptation de la sonde (entrée échelon et sortie échelon) est qu'il n'y ait pas de terme en

exponentielle dans I'expression de v,(t) , c'est a dire [ 9 ___ B =0 = R =GR,
G+G R+R
B o .
Dans ce cas : v(t) = , C'est-a-dire un échelon < 1
B+ 1

Solutions TD n© 2 : Calcul des Fonctions de Transfert TD2 -9
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Exercice n°3

En négligeant les transitoires électriques, un moteur a courant continu peut étre représenté par le schéma
fonctionnel (bloc diagramme) ci-dessous :

u(p) U(p)
—3 A _:

Cet exercice constitue une application du théoréme de superposition pour les systémes linéaires.
a) Calcul de la Fonction de Transfert G,(p) entre u(p) et Q(p) en supposant C(p)=0.

Dans ce cas la sortie vaut Q;(p).

u(p) U(p) k| T, (p) Q(p)
— A 7 F(p) >
| E(p) 1
@4 Avec  F(p)= Tt
u(p) U(p) 0 (p) up) | & Fp) | )
—> A —> > —> AE 2 —>
1+ = F(p)
-

b) Calcul de la Fonction de Transfert G,(p) entre C(p) et Q(p) en supposant u(p)=0.

Dans ce cas, la sortie vaut Q,(p).
L'entrée u(p)=0. Donc U(p)=0.

Solutions TD n© 2 : Calcul des Fonctions de Transfert TD2 - 10
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C(p)
Q (2;) Olp) + R i QQ(Z;
< 2 T i:
= <
Qs (p)
(o) ()| Flo) o) e ] 20
_ —> = >
1+ ) F(p)
¥,
R | 1
Avec  F(p) = Tt
Q(p) F(p)
Gy(p) = -2 =
C(p) K>
1+ " F(p)
c) Expression de Q(p) en fonction de u(p) et de C(p).
Qp) = X (p) +Q(p) = ulp).Gi(p) + C(p).Gy(p)
= Ap = Wﬂ-z‘%#p) + 0(19)-};—17)
1+EF(p) 1+EF(p)
=0 =[up) A+ )] — T e Flp) =
1+ " F(p)

Solutions TD n© 2 : Calcul des Fonctions de Transfert
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Exercice n°4

Commande en boucle ouverte de la vitesse de rotation d'un moteur a courant continu a excitation indépendante.

Soit un moteur a courant continu (appelé également servomoteur) représenté par le schéma électrique ci-dessous.

i, (t): Courant d'induit
v, (t): Tension d'induit ou d'armature Ra L,

vy (t): Force contre électromotrice '—AM/\’GM_
Ua (t | ia (t) ,\': Ub (t)T
P

vs(t): Tension d'excitation
Q(t) : Vitesse de rotation
I',,(t) : Couple moteur . Lfg %f (t)

. DAci : . T . Induit
Ra, La: Résistance et inductance du circuit d induit. (circuit d'armature) if ) Inducteur
R:, Li: Résistance et inductance du circuit d'excitation.

(circuit d'excitation)
J : Moment d'inertie équivalent de la charge + moteur.
f : Frottement visqueux équivalent de la charge + moteur.

a) Commande par l'induit : if(t) = cte = flux d'entrefer ¢ () = cte

Dans ce cas, le flux inducteur est maintenu constant (ex. moteur a excitation indépendante). La vitesse
de rotation est commandée par la tension d'armature v, (t) aux bornes de l'induit,

En considérant les équations électriques et mécaniques du moteur, calculons la fonction de transfert
entre cette tension d'induit v, (¢) et la vitesse de rotation X(¢)du moteur.

Le couple électromagnétique 1", développé par le moteur est proportionnel au produit du courant d'induit
i, (t) et du flux d'excitation :

Le(t) = K195 ()4, (1)

Ce flux d'excitation est lui-méme proportionnel au courant d'excitation if (t) :

¢r(t) = Koig(t).

T, (1) = Ky Kyuip(£).dg (1)

D'ou :

Le courant d'excitation étant constant dans ce cas, il devient :

T,(t) = K,.i, (t) )
avec .
K, = K\.Ky.if

Remarque : Noter que si le signe du courant 4, (t) est inversé, le signe du couple sera inversé, ce qui
provoquera une inversion du sens de rotation du moteur.

Le couple moteur I',, (ou couple utile) est égale a:

r,=r,-r

m e P

Avec : I', : couple électromagnétique

Fp : couple de pertes (pertes fer + pertes mécaniques)

Si on néglige les pertes (Fp ~ 0), alors I'équation (1) devient :
T, = K,.i (i) 2

Solutions TD n© 2 : Calcul des Fonctions de Transfert TD2 - 12
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Lorsque le moteur tourne en entrainant sa charge, une tension v, (t) (force contre électromotrice) est
induite dans I'armature et tend a s'opposer a la tension d'induit.
up(t) est proportionnelle au flux d'entrefer ¢ (¢) (constant dans ce cas) et a la vitesse de rotation {X(t) :

v (t) = K, £A(t) (3)

La vitesse de rotation du moteur est controlée par la tension d'armature v, (t). Or, le circuit électrique

d'armature obéit a I'équation différentielle suivante :
di, (t)

v, (t) = Ryi,(t) + L, g7 + vy (2) (4)
Ce qui donne avec I'équation (3) :
. di, (t)
v, (t) =R (t)+ L, Zt + K £A1) (5)
Le couple est lié & €)(t) par :
d)(t
r.=J —() + fUt) (6)
dt
Ce qui donne avec I'équation (2) :
dsy(t .
J % + fQt) = K i (1) @

En définitive, les 2 équations (5) et (7) définissent complétement les comportements électrique et
mécanique du moteur. En supposant toutes les conditions initiales nulles, et en prenant les transformées
de Laplace de ces équations, on obtient :

V.(p)=R1,(p)+ L,pl, (p)+ K, Ap)
JpSp) + fUp) = K1 ,(p)
En éliminant le courant entre les 2 équations, on ne considéere plus que la relation entrée-sortie entre la

tension d'armature V,,(p) et la vitesse de rotation €2(p) (Fonction de transfert F(p)) :

Q K
F(p) = V(p) = .
(D) Lp? +(Lf+RJ)p+Rf+ KK,

_ Q(p) _ K,
0=y (R, + L,p)(f + Jp) + K, K,

L'inductance L, est, en général, trés faible et peut étre négligée. F(p) se réduit a :

Ka
F(p) _ Q(p) _ Raf + KaKb
Va( P) RaJ
1+——»p
Raf + KaKb
K
= Gain du moteur
. Raf + KaKb
Si on note : R
w=—2— Constante de temps du moteur
Raf + KaKb
Solutions TD n© 2 : Calcul des Fonctions de Transfert TD2 - 13
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Alors, la relation entrée-sortie entre la tension d'armature V,, (p) et la vitesse de rotation €2(p), est:

Py =20 _ %

m

V(p) 1+Tp

a

A partir des différentes équations, on peut modéliser la relation entre la tension d'armature V,(p)et la
vitesse de rotation €)(p) par le schéma fonctionnel suivant :

______ Moteur .
Va(p) 1 L(p)

i +< : R, +L,p L

v Vy(p)

b) Commande par l'inducteur : i, (t) = cte = I
Dans ce cas, le courant inducteur est variable entrainant un flux variable. Le courant d'induit est maintenu
constant. La vitesse de rotation est commandée par la tension d'excitation vy (t). En considérant les

équations électriques et mécaniques du moteur, calculons la fonction de transfert entre cette tension
d'inducteur vy (t) etla vitesse de rotation §X(¢)du moteur.

Le couple électromagnétique I', développé par le moteur est proportionnel au produit du courant d'induit
i, (t) et du flux d'excitation :

L, (t) = K ¢f (t) g (t)

Ce flux d'excitation est lui-méme proportionnel au courant d'excitation s (t) :
¢f (t) = KQ.if (t).

D'ou :
To(t) = Ky.Ko.ig (t).d, (1)

Le courant d'induit étant constant dans ce cas, il devient :

L.(t) = Kf Zf (t) 1)

avec .
K; = Ky .Kq4,

Remarque : Noter que si le signe du courant z'f (t) est inversé, le signe du couple sera inversé, ce qui
provoquera une inversion du sens de rotation du moteur.

Le couple moteur I',, (ou couple utile) est égale a:

r,=I,-r

m e D

Avec : I', : couple électromagnétique

Fp : couple de pertes (pertes fer + pertes mécaniques)

Solutions TD n© 2 : Calcul des Fonctions de Transfert TD2 - 14
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Si on néglige les pertes (Fp ~ 0), alors I'équation (1) devient :
r, = Kf ’Lf (t) 2

La vitesse de rotation du moteur est contrdlée par la tension d'excitation v (t). Or, le circuit électrique
d'excitation obéit a I'équation différentielle suivante :

o diy ()
vy (t) = Rflf (t) + Lf i 3)
Le couple est li¢ a €X(t) par:
ro=g% 0 o @)
dt
Ce qui donne avec I'équation (2) :
dQt) o
J — fUt) = K ;i (1) (5)

En définitive, les 2 équations (3) et (5) définissent complétement les comportements électrique et
mécanique du moteur. En supposant toutes les conditions initiales nulles, et en prenant les transformées
de Laplace de ces équations, on obtient :

En éliminant le courant entre les 2 équations, on ne considere plus que la relation entrée-sortie entre la
tension d'excitation Vf (p) et la vitesse de rotation Q(t) (Fonction de transfert F(p)) :

F(p) = Ap) _ Ky

% 2
1) L + (Lff +RfJ)p +Ryf

_ SAp) _ Ky
F(p) = V(o)
f(p) (Rf + pr)(f + Jp)
Ky
_QAp) _ By f
F(p) = =
Vf(P) Lf J
1+—=pl|l1+—p
K
m = i Gain du moteur
Ref
Sion note : 11, = i Constante de temps mécanique du moteur
f
L
Ty = R—f Constante de temps électrique du moteur
f

Solutions TD n© 2 : Calcul des Fonctions de Transfert TD2 - 15
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Alors, la relation entrée-sortie entre la tension d'excitation Vf (p) etla vitesse de rotation €(p), est :

Ap) _ K,
Vf(p) (1 + Tfp)(l + Tmp)

F(p) =

A partir des différentes équations, on peut modéliser la relation entre la tension d'excitation Vf (p) et la

vitesse de rotation )(p) par le schéma fonctionnel suivant :

Moteur

Solutions TD n© 2 : Calcul des Fonctions de Transfert TD2 - 16
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Exercice n°5

a)

> Pourt<O0:

L'interrupteur K est ouvert. Aucun courant ne circule dans RetLvaut: (0 ) = 0. K
» Pourt>0:

A t=0, linterrupteur K est fermé. Le courant circule dans R et L

selon I'équation électrique :

di(t
L.ﬁ + Ri(t)=FE avec i(0) =10
dt
> LpI(p) i) + RI(p) = = = I(p)=E|——
p p(Lp + R)
El1l 1
:> [(p) - E - R E/R Allure du courant
p p+ = —
L
E _Et
= i(t)=—=|1—e L
R 5
. E ;
i(0)=0 et i(o0)=—=
R
0
0
Temps (sec)
b)

> Pourt<O0:

L'interrupteur K est en position 1. Le courant circulant dans R et L

vaut, en régime permanent : i(07) = %
> Pourt>0:

A t=0, l'interrupteur K bascule sur la position 2. Le courant circulant
dans L ne peut pas varier instantanément. Il vaut donc :

. + . -\ _ - _

i(0%) = i(07) = i(0) = £/
Ce courant constitue le courant initial a t=0.
L'équation électrique est :

L. dzl(tt) + Ri(t)=0 wee i(0) = %
= Lpl(p)—i0)]+ RI(p) =0
E/R Allure du courant i(t)
E 1
= I(p) = E L E
P L
E —t ;
= (1) = — :
i(t) 7 e
E
0)=— et o00)=0
=7 i(00) O

Temps (sec)
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